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 ❤♦#♦♠❡#&✐❝ #❡❝❤♥✐*✉❡, ✐♥✈❡&# ❛ ♣❤♦#♦♠❡#&✐❝ ♠♦❞❡❧ ❞❡,❝&✐❜✐♥❣ #❤❡ ✐♥#❡&❛❝#✐♦♥, ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥ ❛♥❞
#❤❡ ,✉&❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ✉,✉❛❧ ❛,,✉♠♣#✐♦♥, ♦❢ ♣❤♦#♦♠❡#&✐❝ ,#❡&❡♦ ❛&❡ #❤❛# #❤❡ ❞❛#❛ ❝♦♥,✐,# ✐♥ m ≥ 3 ❣&❛② ❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡,
Ii, i ∈ [1,m]✱ ♦❜#❛✐♥❡❞ ❢&♦♠ ❛ ,#✐❧❧ ❝❛♠❡&❛✱ ❜✉# ✉♥❞❡& ✈❛&②✐♥❣ ❞✐&❡❝#✐♦♥❛❧ ✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉&❡ ✶✮✱ #❤❛# #❤❡
,✉&❢❛❝❡ ✐, ♦♣❛*✉❡ ❛♥❞ #❤❛# ✐#, &❡✢❡❝#❛♥❝❡ ✐, ▲❛♠❜❡&#✐❛♥ ✭♣❡&❢❡❝#❧② ❞✐✛✉,✐✈❡✮✳ ❯♥❞❡& #❤❡,❡ ❛,,✉♠♣#✐♦♥,✱ ❛♥❞
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✹
❋✐❣✉&❡ ✷ ,❤♦✇, #❤❡ ❛❧❜❡❞♦✱ ♥♦&♠❛❧, ❛♥❞ ❞❡♣#❤ ❡,#✐♠❛#❡❞ ❢&♦♠ m = 15 ✐♠❛❣❡, ,✉❝❤ ❛, #❤♦,❡ ✐♥ ❋✐❣✉&❡ ✶✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳ ❋$♦♠ ❛ +❡, ♦❢ m ≥ 3 ❘●❇ ✐♠❛❣❡+ +✉❝❤ ❛+ ,❤♦+❡ +❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✶✱ ♦❜,❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡$ ✈❛$②✐♥❣ ✐❧❧✉♠✐♥❛,✐♦♥ ✇❤✐❧❡
❦❡❡♣✐♥❣ ,❤❡ ❝❛♠❡$❛ +,✐❧❧✱ ♦✉$ ♣❤♦,♦♠❡,$✐❝ +,❡$❡♦ ❛♣♣$♦❛❝❤ +✐♠✉❧,❛♥❡♦✉+❧② $❡❝♦✈❡$+ ✭❛✮ ❛♥ ❘●❇ ❛❧❜❡❞♦✱ ✭❜✮ ❛ ♥♦$♠❛❧ ♠❛♣
+❤♦✇✐♥❣ ♠✐❝$♦❣❡♦♠❡,$✐❝ +,$✉❝,✉$❡+ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ❤❛$❞❧② ✈✐+✐❜❧❡ ✐♥ ,❤❡ ✐♠❛❣❡+✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛ ✸❉✲$❡❝♦♥+,$✉❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ +✉$❢❛❝❡✳
❚❤✐, ♣&♦❝❡❞✉&❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐, #❤❡ ♠♦,# ❝♦♥,✐❞❡&❡❞ ✐♥ #❤❡ ❧✐#❡&❛#✉&❡ ♦♥ ♣❤♦#♦♠❡#&✐❝ ,#❡&❡♦✱ &❡❧✐❡, ♦♥ #✇♦ &❡,#&✐❝#✐✈❡
❛,,✉♠♣#✐♦♥,✳ ❋✐&,#✱ ✐# ✐, ❛,,✉♠❡❞ #❤❛# #❤❡ ❞❛#❛ ❝♦♥,✐,# ✐♥ ❣&❛② ❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡,✳ ❨❡#✱ ♠♦,# ♠♦❞❡&♥ ❞✐❣✐#❛❧ ❝❛♠❡&❛,
♣&♦✈✐❞❡ ❘●❇ ✐♠❛❣❡,✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞ #♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡&#❡❞ #♦ ❣&❛② ❧❡✈❡❧, ❢♦& #❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ♣❤♦#♦♠❡#&✐❝ ,#❡&❡♦✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛
❧♦,, ♦❢ ✐♥❢♦&♠❛#✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐#✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥ ✈❡❝#♦& s
i
✐, ,✉♣♣♦,❡❞ #♦ ❜❡ #❤❡ ,❛♠❡ ✐♥ ❛❧❧ ♣✐①❡❧,✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥
♦✉& ❝❛,❡✱ #❤❡ ❡✛❡❝#✐✈❡ ✐♥❝✐❞❡♥# ✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥ ✐, ❛❝#✉❛❧❧② #❤❡ &❡,✉❧# ♦❢ ♠✉❧#✐♣❧❡ &❡✢❡❝#✐♦♥, ✇✐#❤ #❤❡ ,✉&&♦✉♥❞✐♥❣
❡♥✈✐&♦♥♠❡♥# ✭❝❢✳ ❋✐❣✉&❡ ✶✲❛✮✱ #❤✐, ✐, ❤❛&❞❧② ❥✉,#✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉&♣♦,❡ ♦❢ ♦✉& ❝♦♥#&✐❜✉#✐♦♥ ✐, #♦ ,❤♦✇ #❤❛# #❤❡
❣&❛② ❧❡✈❡❧ ❛,,✉♠♣#✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✈❡&② ,✐♠♣❧② ❜② ❝♦♥,✐❞❡&✐♥❣ ❛, ✐♥♣✉#, #❤❡ ❘❆❲ ✐♠❛❣❡, ❢&♦♠ #❤❡ ,❡♥,♦&✱
✇✐#❤♦✉# ❞❡♠♦,❛✐❝✐♥❣ ✭❝❢✳ ,❡❝#✐♦♥ ✸✮✳ ❚❤✐, ,✐♠♣❧✐✜❡, #❤❡ ❡,#✐♠❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ✭❝♦❧♦&✮ ❛❧❜❡❞♦ ❛♥❞ ♦❢ #❤❡ ♥♦&♠❛❧,✱ ✐♥
❝♦♠♣❛&✐,♦♥ ✇✐#❤ ♠❡#❤♦❞, ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐#❤ ✐♥#❡&♣♦❧❛#❡❞ ❘●❇ ✐♠❛❣❡, ✭❝❢✳ ,❡❝#✐♦♥ ✷✮✳ ❨❡#✱ ♦✉& ❛♣♣&♦❛❝❤ &❡*✉✐&❡, #❤❛#
❡❛❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥ ✐, ❝❛❧✐❜&❛#❡❞ ✇✐#❤ &❡,♣❡❝# #♦ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✭❝❢✳ ,❡❝#✐♦♥ ✹✮✳
✷✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑
▼✐❝&♦❣❡♦♠❡#&② &❡❝♦✈❡&② ❜② ♣❤♦#♦♠❡#&✐❝ ,#❡&❡♦ ❤❛, ❛❧&❡❛❞② ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❣❡❧ ❜❡#✇❡❡♥
#❤❡ ,✉&❢❛❝❡ ❛♥❞ #❤❡ ❝❛♠❡&❛✱ ✐♥ ♦&❞❡& #♦ ✏❧❛♠❜❡&#✐❛♥✐③❡✑ #❤❡ ,✉&❢❛❝❡,✳
✺
■♥ ❝♦♥#&❛,#✱ ✇❡ ✉,❡ ❛ ♥♦♥✲✐♥#&✉,✐✈❡
♠❡#❤♦❞ &❡❧②✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ ,#❛♥❞❛&❞ ❡*✉✐♣♠❡♥# ,✉❝❤ ❛, ▲❊❉,✱ ②❡# ❛&&❛♥❣❡❞ ✐♥ ,✉❝❤ ❛ ✇❛② #❤❛# #❤❡② ❝&❡❛#❡ ❞✐✛✉,❡
✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥✱ #❤✉, ❧✐♠✐#✐♥❣ ,♣❡❝✉❧❛&✐#✐❡,✳ ■♥ ❛❞❞✐#✐♦♥✱ ✇❤❡♥ #❤❡ ❛♣♣❡❛&❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ,✉&❢❛❝❡ ✐, ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧
♣&♦❝❡,,✱ ✐#, ♦&✐❣✐♥❛❧ ❛❧❜❡❞♦ ❝❛♥♥♦# ❜❡ ❡,#✐♠❛#❡❞ ❛♥②♠♦&❡✱ ✇❤✐❧❡ ♦✉& ❞❡✈✐❝❡ ✐, ❛❜❧❡ #♦ ❡,#✐♠❛#❡ ✐#✳
❚❤❡ ❣&❛② ❧❡✈❡❧ ❛,,✉♠♣#✐♦♥ ❤❛, ❜❡❡♥ &❡❧❛①❡❞ ✐♥ ,❡✈❡&❛❧ ✇❛②, ✐♥ #❤❡ ❧✐#❡&❛#✉&❡ ♦♥ ♣❤♦#♦♠❡#&✐❝ ,#❡&❡♦✳ ❖♥❡
❢❛♠♦✉, ❡①❛♠♣❧❡ ✐, #❤❡ &❡❛❧✲#✐♠❡ ✸❉✲&❡❝♦♥,#&✉❝#✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢♦&♠❛❜❧❡ ✇❤✐#❡ ,✉&❢❛❝❡, ♦❜,❡&✈❡❞ ✉♥❞❡& ❞✐✛❡&❡♥# ❝♦❧♦&❡❞
❧✐❣❤# ,♦✉&❝❡,✳
✻
❚❤❡ ,#❛♥❞❛&❞ ♣❤♦#♦♠❡#&✐❝ ,#❡&❡♦ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ✐, ✉,❡❞ #♦ ❡,#✐♠❛#❡ #❤❡ ♥♦&♠❛❧, ✭#❤❡ ❡,#✐♠❛#❡❞ ❛❧❜❡❞♦
✐, ♥♦# &❡❧❡✈❛♥#✱ ,✐♥❝❡ #❤❡ ,✉&❢❛❝❡ ✐, ,✉♣♣♦,❡❞ #♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦&♠❧② ✇❤✐#❡✮✱ ❝♦♥,✐❞❡&✐♥❣ #❤❡ &❡❞✱ ❣&❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❝❤❛♥♥❡❧,
❛, #❤&❡❡ ❣&❛② ❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡,✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥#❛❣❡ ♦❢ #❤✐, ❛♣♣&♦❛❝❤ ✐, #❤❛# ✐# ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢&♦♠ ❛ ,✐♥❣❧❡ ❘●❇
✐♠❛❣❡✱ ❛♥ ✐❞❡❛ ✇❤✐❝❤ ✇❛, ❛❧&❡❛❞② ,✉❣❣❡,#❡❞ ✐♥ #❤❡ ❡❛&❧② ✇♦&❦ ❜② ❲♦♦❞❤❛♠✳
✷
❆♥♦#❤❡& ✐♠♣♦&#❛♥# ✇♦&❦ ✐- #❤❛# ❜② ❇❛&-❦② ❛♥❞ 2❡#&♦✉✱
✼
✇❤♦ ✉-❡❞ ❢♦✉& ❘●❇ ✐♠❛❣❡- #♦ ❡-#✐♠❛#❡ #❤❡ #❤&❡❡
❛❧❜❡❞♦ ✈❛❧✉❡- &❡❧❛#❡❞ #♦ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ #❤❡ ♥♦&♠❛❧-✳ ❚♦ #❤✐- ♣✉&♣♦-❡✱ #❤❡ ♣❤♦#♦♠❡#&✐❝ ♠♦❞❡❧ ✭✶✮ ✐- ✇&✐##❡♥
✇✳&✳#✳ ❡❛❝❤ ❝♦❧♦& ❝❤❛♥♥❡❧✱ ②❡# ❝♦♥-✐❞❡&✐♥❣ #❤❛# #❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥ ✐- ✏✇❤✐#❡✑✿
Ii,⋆u,v = ρ
⋆
u,vnu,v · s
i, i ∈ [1,m], ⋆ ∈ {R,G,B} ✭✷✮
✇❤❡&❡ #❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ρ⋆u,v ✐- ♥♦✇ &❡❧❛#✐✈❡ #♦ #❤❡ ❝♦❧♦& ❝❤❛♥♥❡❧ ⋆ ∈ {R,G,B}✳ ❚❤❡ -#❛♥❞❛&❞ ♣❤♦#♦♠❡#&✐❝ -#❡&❡♦
♣&♦❝❡❞✉&❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥#❧② ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦❧♦& ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♣&♦✈✐❞❡ #❤❡ ❞❡-✐&❡❞ ✈❛❧✉❡- ♦❢ #❤❡
❛❧❜❡❞♦✱ ❛- ✇❡❧❧ ❛- #❤&❡❡ ❡-#✐♠❛#❡- ❢♦& #❤❡ ♥♦&♠❛❧✳ ❯♥❢♦&#✉♥❛#❡❧②✱ #❤✐- ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ #♦ ✐♥❝♦♠♣❛#✐❜❧❡ ❡-#✐♠❛#❡-
♦❢ #❤❡ ♥♦&♠❛❧✿ ❇❛&-❦② ❛♥❞ 2❡#&♦✉ ♣&♦♣♦-❡❞ ❛ ♣&✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥# ❛♥❛❧②-✐-✲❜❛-❡❞ ♣&♦❝❡❞✉&❡ #♦ ♦✈❡&❝♦♠❡ #❤✐-
❞&❛✇❜❛❝❦ ❜② -✐♠✉❧#❛♥❡♦✉-❧② ❡-#✐♠❛#✐♥❣ #❤❡ #❤&❡❡ ✈❛❧✉❡- ♦❢ #❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ❛♥❞ #❤❡ ♥♦&♠❛❧ ✈❡❝#♦&✳ ■❦❡❞❛ -✉❣❣❡-#❡❞
❛♥ ❛❧#❡&♥❛#✐✈❡ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ❝♦♥-✐-#✐♥❣ ✐♥ ❡-#✐♠❛#✐♥❣ #❤❡ ❝♦❧♦& ❛❧❜❡❞♦ ✜&-#✱ ❛♥❞ #❤❡♥ #❤❡ -❤❛♣❡ ❜② &❡-♦&#✐♥❣ #♦ ❛
♥♦♥❧✐♥❡❛& 2❉❊ ❢&❛♠❡✇♦&❦✳
✽
■# ✇❛- ❛❧-♦ &❡❝❡♥#❧② -❤♦✇♥ #❤❛# ❝♦♥-✐❞❡&✐♥❣ &❛#✐♦- ❜❡#✇❡❡♥ ♣❛✐&- ♦❢ ❝♦❧♦& ❧❡✈❡❧- ✐♥ #❤❡
-❛♠❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ②✐❡❧❞- ❛ -②-#❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛& 2❉❊- ✐♥ #❤❡ ❞❡♣#❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ -♦❧✈❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥#❧② ❢&♦♠ #❤❡ ❛❧❜❡❞♦✳
✾
◆❡✈❡&#❤❡❧❡--✱ ❛❧❧ #❤❡-❡ ✇♦&❦- ❛--✉♠❡ #❤❛# #❤❡ #&✐♣❧❡# ♦❢ ❘●❇ ✈❛❧✉❡- ❝♦&&❡-♣♦♥❞ #♦ #❤❡ -❛♠❡ -✉&❢❛❝❡ ♣♦✐♥#✳
❨❡#✱ #❤✐- ✐- ♥♦# ❛ ✈❛❧✐❞ ❛--✉♠♣#✐♦♥ ✇✐#❤ -#❛♥❞❛&❞ ❘●❇ ❝❛♠❡&❛-✳ ■♥❞❡❡❞✱ #❤❡ ❝♦❧♦& ✜❧#❡&- ❛&❡ ✉-✉❛❧❧② ❛&&❛♥❣❡❞
❛❝❝♦&❞✐♥❣ #♦ ❛ ❇❛②❡& ♣❛##❡&♥✿ ♦♥❡ ❝❡❧❧ ♦❢ #❤❡ -❡♥-♦& ❝❛♥ ♦♥❧② &❡❝❡✐✈❡ ✐♥❢♦&♠❛#✐♦♥ ✐♥ ♦♥❡ -♣❡❝✐✜❝ ❝♦❧♦& ❝❤❛♥♥❡❧✳
❚♦ ♦❜#❛✐♥ ❛ #&✐♣❧❡# ♦❢ ❘●❇ ✈❛❧✉❡-✱ ✐♥#❡&♣♦❧❛#✐♦♥ ✐- &❡M✉✐&❡❞✳ ❚❤✐- ✐♥❞✉❝❡- ❛ ❜✐❛-✱ ❛- ❡❛❝❤ ♥♦&♠❛❧ ✐- ❡-#✐♠❛#❡❞
❢&♦♠ ❝♦❧♦& ❧❡✈❡❧- &❡❣✐-#❡&❡❞ ✐♥ ♥❡✐❣❤❜♦&✐♥❣ ♣✐①❡❧- &❛#❤❡& #❤❛♥ ♦♥❧② ✐♥ #❤❡ ❝✉&&❡♥# ♦♥❡✳
❆- ❢♦& #❤❡ ❞✐&❡❝#✐♦♥❛❧ ✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥ ❛--✉♠♣#✐♦♥✱ ✐# ❤❛- ❢&❡M✉❡♥#❧② ❜❡❡♥ M✉❡-#✐♦♥❡❞ ✐♥ #❤❡ ❝♦♥#❡①# ♦❢ ♣❤♦#♦♠❡#&✐❝
-#❡&❡♦✳ ❆ ❧♦# ♦❢ ❧✉♠✐♥♦✉- -♦✉&❝❡-✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣♦✐♥#✇✐-❡ ❛♥❞ ❡①#❡♥❞❡❞ ♦♥❡-✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛#❡❞ ❜② ❛ ♣❛&❛♠❡#&✐❝
♠♦❞❡❧✱ -❡❡ ❢♦& ✐♥-#❛♥❝❡
✶✵
❢♦& -♦♠❡ ❞✐-❝✉--✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥#✇✐-❡ -♦✉&❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐- ♦❢#❡♥ ❡♥❝♦✉♥#❡&❡❞ ✐♥ &❡❛❧✲✇♦&❧❞
❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥-✱ ❛- ▲❊❉- &❡♣&❡-❡♥# ❝❤❡❛♣ ❧✐❣❤# -♦✉&❝❡- ✇❤✐❝❤ ✜# &❛#❤❡& ✇❡❧❧ #❤✐- ♠♦❞❡❧✳ ❈❛❧✐❜&❛#✐♥❣ #❤❡ ♣❛&❛♠❡#❡&-
♦❢ -✉❝❤ -♦✉&❝❡- ✭❡✳❣✳✱ ♣♦-✐#✐♦♥✱ ♦&✐❡♥#❛#✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥#❡♥-✐#②✮ ✐- ❛ &❡❧❛#✐✈❡❧② ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣&♦❜❧❡♠✱
✶✶
❛- ✇❡❧❧ ❛- #❤❡
♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡-♦❧✉#✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦#♦♠❡#&✐❝ -#❡&❡♦ ✉♥❞❡& -✉❝❤ ❛♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳
✾
❯♥❢♦&#✉♥❛#❡❧②✱ ♣❛&❛♠❡#&✐❝ ♠♦❞❡❧- ❛&❡ ♥♦# ❛❞❛♣#❡❞ #♦ ♦✉& ✉-❡ ❝❛-❡ ✐❧❧✉-#&❛#❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉&❡ ✶✿ ❛❧#❤♦✉❣❤ #❤❡ ❧✐❣❤#
&❡✢❡❝#✐♦♥- ✐♥-✐❞❡ #❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉-✐♥❣ &❡♥❞❡&✐♥❣ #❡❝❤♥✐M✉❡-✱ ✐♥✈❡&#✐♥❣ #❤❡ &❡♥❞❡&✐♥❣ ❡M✉❛#✐♦♥ ✇♦✉❧❞
❜❡ ✐♠♣♦--✐❜❧❡ ✐♥ ♣&❛❝#✐❝❡✳ ■♥-#❡❛❞✱ ✇❡ ♣&❡❢❡& #♦ &❡-♦&# #♦ ❛ -✐♠♣❧❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛#❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡-❝&✐❜✐♥❣ #❤❡ &❡-✉❧#✐♥❣
❧✉♠✐♥♦✉- ✢✉① &❡❛❝❤✐♥❣ #❤❡ -✉&❢❛❝❡✳ ❆ ✜&-# ♣♦--✐❜✐❧✐#② ❝♦♥-✐-#- ✐♥ -❛♠♣❧✐♥❣ #❤❡ ✐♥#❡♥-✐#② ♦❢ ❡❛❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥ ✐♥
❛ ♣❧❛♥❡ ❧♦❝❛#❡❞ ✐♥ #❤❡ ❛&❡❛ ♦❢ ✐♥#❡&❡-#✱ ❛♥❞ #❤❡♥ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ♥❡✇ ✐♠❛❣❡ ❜② #❤❡-❡ ✐♥#❡♥-✐#② ♠❛♣-✳
✶✷
❨❡#✱ #❤✐-
#❡❝❤♥✐M✉❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❝♦♠♣❡♥-❛#❡ ❢♦& ♥♦♥✲✉♥✐❢♦&♠ ✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥ ✐♥#❡♥-✐#✐❡-✱ ❜✉# ♥♦# ❢♦& ♥♦♥✲✉♥✐❢♦&♠ ✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥
❞✐&❡❝#✐♦♥-✳ ❆♥♦#❤❡& ♣♦--✐❜✐❧✐#② ✇♦✉❧❞ ❜❡ #♦ ❞❡❝♦♠♣♦-❡ #❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥ ❞✐&❡❝#✐♦♥ ♦♥ #❤❡ -♣❤❡&✐❝❛❧ ❤❛&♠♦♥✐❝-
❜❛-✐-✱
✶✸
❛♥❞ #♦ ❝❛❧✐❜&❛#❡ #❤❡ ✜&-# ❝♦❡✣❝✐❡♥#- ♦❢ #❤✐- ❞❡❝♦♠♣♦-✐#✐♦♥✳ ❖♥ #❤❡ ♦#❤❡& ❤❛♥❞✱ ✐# ✐- ❞✐✣❝✉❧# #♦ ♣&❡❞✐❝#
#❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❤❛&♠♦♥✐❝- &❡M✉✐&❡❞ #♦ ❡♥-✉&❡ #❤❛# #❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐- &❡❛-♦♥❛❜❧② ❛❝❝✉&❛#❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ -❤♦✇ ✐♥ -❡❝#✐♦♥ ✹
❤♦✇ #♦ -❛♠♣❧❡ ❜♦#❤ #❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥ ✐♥#❡♥-✐#✐❡- ❛♥❞ ❞✐&❡❝#✐♦♥-✱ ✐♥ ♦&❞❡& #♦ ♦❜#❛✐♥ ❛♥ ❛❝❝✉&❛#❡ &❡♣&❡-❡♥#❛#✐♦♥ ♦❢
#❤❡ ❧✉♠✐♥♦✉- ✢✉① &❡❛❝❤✐♥❣ #❤❡ -✉&❢❛❝❡✳
✸✳ ❘●❇ %❍❖❚❖▼❊❚❘■❈ ❙❚❊❘❊❖ ❲■❚❍❖❯❚ ❉❊▼❖❙❆■❈■◆●
▲❡# ✉- ♥♦✇ ✐♥#&♦❞✉❝❡ ♦✉& ❘●❇ ♣❤♦#♦♠❡#&✐❝ -#❡&❡♦ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ &❡❧✐❡- ♦♥ ❘❆❲ ✐♥♣✉#- ✇✐#❤♦✉# ❞❡♠♦-❛✐❝✐♥❣✳ ❆-
✇❡ -❤❛❧❧ -❡❡✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❞❡♠♦-❛✐❝✐♥❣ ②✐❡❧❞- ❛ ♠✉❝❤ -✐♠♣❧❡& ❛♣♣&♦❛❝❤ #♦ ❡-#✐♠❛#❡ #❤❡ ❘●❇ ❛❧❜❡❞♦ ❛♥❞ #❤❡ ♥♦&♠❛❧-✱
✐♥ ❝♦♠♣❛&✐-♦♥ ✇✐#❤ ❡①✐-#✐♥❣ ✇♦&❦- ❞✐-❝✉--❡❞ ❛❜♦✈❡✳
■♥ ♦&❞❡& ❢♦& ♣❤♦#♦♠❡#&✐❝ ♠♦❞❡❧ ✭✶✮ #♦ ❜❡ -❛#✐-✜❡❞ ✇❤❡♥ ✉-✐♥❣ &❡❛❧✲✇♦&❧❞ ✐♠❛❣❡-✱ #❤❡ ❝❛♠❡&❛ &❡-♣♦♥-❡ -❤♦✉❧❞
❜❡ ❛- ❧✐♥❡❛& ❛- ♣♦--✐❜❧❡✳ ■♥ #❤✐- ✈✐❡✇✱ ❛❧❧ ✉♥❝♦♥#&♦❧❧❡❞ ♦♣❡&❛#✐♦♥- ♦♥ #❤❡ ✐♠❛❣❡- -❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❚❤✐- ♠❡❛♥-
#❤❛# ❤❛&❞✇❛&❡ ❛✉#♦♠❛#✐❝ ❝♦&&❡❝#✐♦♥- -✉❝❤ ❛- ❡①♣♦-✉&❡✱ ✇❤✐#❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞ ❣❛♠♠❛ ❝♦&&❡❝#✐♦♥- -❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐-❛❜❧❡❞✳
❈♦♥✈❡&-✐♦♥ ❢&♦♠ ❘❆❲ ❞❛#❛ #♦ ❏2❊● ✐♠❛❣❡- -❤♦✉❧❞ ❛❧-♦ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✱ -✐♥❝❡ ❘❆❲ ✐♠❛❣❡- ✉-✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ ❜❡##❡&
❞❡♣#❤ ✭♦✉& ❘❆❲ ✐♠❛❣❡- ❛&❡ ❝♦❞❡❞ ♦♥ ✶✷ ❜✐#-✮✳ ■♥ ❛❞❞✐#✐♦♥✱ ✇❡ ❛&❣✉❡ #❤❛# ❞❡♠♦-❛✐❝✐♥❣ #❤❡ ❘❆❲ ❞❛#❛ -❤♦✉❧❞ ♥♦#
❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ -✐♥❝❡ #❤✐- &❡-✉❧#- ✐♥ ❤❛❧❧✉❝✐♥❛#✐♥❣ ♠✐--✐♥❣ ❞❛#❛ ❜② ✐♥#❡&♣♦❧❛#✐♥❣ #❤❡ ❛❝#✉❛❧ ♠❡❛-✉&❡♠❡♥#- &❡❣✐-#❡&❡❞
❜② #❤❡ -❡♥-♦&✳ ❆❧#❤♦✉❣❤ ❡❧❛❜♦&❛#❡ ❞❡♠♦-❛✐❝✐♥❣ ♠❡#❤♦❞- ❞♦ ❡①✐-#✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ #❤❛# ✐# ✐- ♠♦&❡ ❥✉-#✐✜❡❞ #♦ ❝♦♥-✐❞❡&
#❤❡ ✈❛❧✉❡- ❢&♦♠ #❤❡ -❡♥-♦& ❛- #❤❡② ❛&❡✱ ✇✐#❤♦✉# ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞✐✜❝❛#✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤# ❜&❡❛❦ #❤❡ &❡❧✐❛❜✐❧✐#② ♦❢ #❤❡
&❡-♣♦♥-❡✳
❍❡♥❝❡✱ ✐♥&'❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥&✐❞❡,✐♥❣ '❤❛' ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ (u, v)✱ ❛ ',✐♣❧❡' ♦❢ ❘●❇ ✈❛❧✉❡& ✐& ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❡ ,❛'❤❡, ❝♦♥&✐❞❡,
'❤❛' ❛ &✐♥❣❧❡ ♠❡❛&✉,❡♠❡♥' ✐& ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ②❡' '❤✐& ♠❡❛&✉,❡♠❡♥' &❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡,&'♦♦❞ ❛& ,❡❧❛'✐✈❡ '♦ ♦♥❡ &♣❡❝✐✜❝
❝♦❧♦, ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ '❤❡ ❛,,❛♥❣❡♠❡♥' ♦❢ '❤❡ ❇❛②❡, ♠❛',✐①✱ &❡❡ ❋✐❣✉,❡ ✸✳ ❲❡ ❛❧&♦ ❛❞❞ ❛ &♣❛❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
'♦ '❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛'✐♦♥ ✈❡❝'♦,&✱ &✐♥❝❡ '❤❡ ✐♥'❡♥&✐'② ♦❢ ❡❛❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛'✐♦♥ ✈❡❝'♦, s
i
✐& ,❡❧❛'✐✈❡ '♦ '❤❡ ❝♦❧♦, ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛♥❞
&✐♥❝❡ ✐'& ❞✐,❡❝'✐♦♥ ✈❛,✐❡& ❜❡❝❛✉&❡ '❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛'✐♦♥ ✐& ❞✐✛✉&❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉,❡ ✶✮✳ ❚❤✐& ❡✈❡♥'✉❛❧❧② ❧❡❛❞& '♦ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❤♦'♦♠❡',✐❝ ♠♦❞❡❧✿
Iiu,v = ρu,vnu,v · s
i
u,v, i ∈ [1,m] ✭✸✮
◆♦'❡ '❤❛' ✐♥ '❤✐& ♥❡✇ ❝♦❧♦, H❙ ♠♦❞❡❧✱ '❤❡,❡ ✐& ♥♦ ✐♥❝♦♠♣❛'✐❜✐❧✐'② ✐♥ '❤❡ ❡&'✐♠❛'❡❞ ♥♦,♠❛❧&✿ ✐❢ '❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛'✐♦♥
✈❡❝'♦, ✜❡❧❞& s
i
u,v ❛,❡ ❦♥♦✇♥ ✭&❡❡ &❡❝'✐♦♥ ✹✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② '❤❡ &'❛♥❞❛,❞ ♣❤♦'♦♠❡',✐❝ &'❡,❡♦ ♣,♦❝❡❞✉,❡ '♦ ,❡❝♦✈❡,
'❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ❛♥❞ '❤❡ ♥♦,♠❛❧ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳ ❚❤✐& ②✐❡❧❞& ❛ ♠✉❝❤ &✐♠♣❧❡, ♣,♦❝❡❞✉,❡✱ ❛& ❝♦♠♣❛,❡❞ ✇✐'❤ ❡①✐&'✐♥❣
❛❧❣♦,✐'❤♠& ✇❤✐❝❤ ,❡L✉✐,❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❝♦❧♦, ❛♥❞ &❤❛♣❡
✼
♦, ,❡&♦,'✐♥❣ '♦ ✐♠❛❣❡ ,❛'✐♦&✳
✾
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉$❡ ✸✳ (❤♦+♦♠❡+$✐❝ .+❡$❡♦ ✇✐+❤♦✉+ ❞❡♠♦.❛✐❝✐♥❣✳ ✭❛✮ ❈❧♦.❡✲✉♣ ♦♥ ❛ 50 × 50 ♣❛$+ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ ♦✉$ ✐♥♣✉+ ❘❆❲ ✐♠❛❣❡.
✭$❡♣$❡.❡♥+❡❞ ✐♥ ❘●❇ ❢♦$ ❜❡++❡$ ✈✐.✉❛❧✐.❛+✐♦♥✮✳ ❲❡ .✉❣❣❡.+ +♦ ✉.❡ .✉❝❤ ♥♦♥✲❞❡♠♦.❛✐❝❡❞ ✐♥♣✉+. ❛. ❞❛+❛ ❢♦$ ❡.+✐♠❛+✐♥❣ ✭❜✮ ❛
❇❛②❡$✲❧✐❦❡ ❡.+✐♠❛+❡ ♦❢ +❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉$+❤❡$ ✐♥+❡$♣♦❧❛+❡❞ +♦ ♦❜+❛✐♥ ❛♥ ❘●❇ ❛❧❜❡❞♦✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛♥ ❡.+✐♠❛+❡ ♦❢ +❤❡
♥♦$♠❛❧ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳ ❇② ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❞❡♠♦.❛✐❝✐♥❣✱ ✇❡ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ✉♥❝♦♥+$♦❧❧❡❞ +$❛♥.❢♦$♠❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❞❛+❛ ❢$♦♠ +❤❡ .❡♥.♦$✱
❛❧❧♦✇✐♥❣ +❤❡ $❡❝♦✈❡$② ♦❢ ♠✐❝$♦❣❡♦♠❡+$② .+$✉❝+✉$❡.✱ .❡❡ .❡❝+✐♦♥ ✺✳
❊✈❡♥'✉❛❧❧②✱ ✐❢ ❛♥ ❘●❇ ,❡♣,❡&❡♥'❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ✐& ,❡L✉✐,❡❞✱ ♦♥❡ &❤♦✉❧❞ ❛♣♣❧② ❛ ❞❡♠♦&❛✐❝✐♥❣ ❛❧❣♦,✐'❤♠
'♦ '❤❡ ❇❛②❡,✲❧✐❦❡ ❡&'✐♠❛'❡ ♦❢ ρ✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛,❡ ♠♦&'❧② ✐♥'❡,❡&'❡❞ ✐♥ '❤✐& ✇♦,❦ ✐♥ ,❡❝♦✈❡,✐♥❣ '❤❡ &✉,❢❛❝❡ &❤❛♣❡✱ ✇❡
❛♣♣❧② ❛ &✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛, ✐♥'❡,♣♦❧❛'✐♦♥ ❢♦, '❤✐& ♣✉,♣♦&❡✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛&✐③❡ '❤❛' ♥♦ ❞❡♠♦&❛✐❝✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ♥♦,♠❛❧ ♠❛♣ ✐&
,❡L✉✐,❡❞✿ ✐'& ❞✐,❡❝' ❡&'✐♠❛'✐♦♥ ❢,♦♠ '❤❡ ❇❛②❡, ♠❛',✐① ❛❧,❡❛❞② ♣,♦✈✐❞❡& ❛ ❞❡♥&❡ ♠❛♣ ✇✐'❤♦✉' ♠✐&&✐♥❣ ❞❛'❛✳
❆& ❛ ✜♥❛❧ &'❛❣❡ ✐♥ ♦✉, ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ ♣❡,&♣❡❝'✐✈❡ ✐♥'❡❣,❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♥♦,♠❛❧& ✐♥'♦ ❛ ❞❡♣'❤ ♠❛♣ ✐& ♣❡,❢♦,♠❡❞✳ ❚♦
'❤✐& ♣✉,♣♦&❡✱ ✇❡ ❛♣♣❧② '❤❡ ❉❈❚ ♠❡'❤♦❞ ♦❢ ❙✐♠❝❤♦♥② ❡' ❛❧✳
✶✹
'♦ '❤❡ ♣❡,&♣❡❝'✐✈❡ ❣,❛❞✐❡♥'& ❡&'✐♠❛'❡❞ ❢,♦♠ '❤❡
♥♦,♠❛❧ ✜❡❧❞ ❛& ❞❡&❝,✐❜❡❞ ✐♥✳
✹
❚❤✐& ②✐❡❧❞& ❛♥ ✉♣✲'♦✲&❝❛❧❡ ❞❡♣'❤ ♠❛♣✱ ❛♥❞ ✇❡ ❡✈❡♥'✉❛❧❧② ❞❡❞✉❝❡ '❤❡ &❝❛❧❡ ❢,♦♠
'❤❡ ♠❡❛♥ ❝❛♠❡,❛✲'♦✲&✉,❢❛❝❡ ❞✐&'❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐& ❡&'✐♠❛'❡❞ ✇❤✐❧❡ ❣❡♦♠❡',✐❝❛❧❧② ❝❛❧✐❜,❛'✐♥❣ '❤❡ ❝❛♠❡,❛✳
✹✳ ❙❆▼%▲■◆● ❚❍❊ ■▲▲❯▼■◆❆❚■❖◆ ❉■❘❊❈❚■❖◆❙ ❆◆❉ ■◆❚❊◆❙■❚■❊❙
❲❡ ♥♦✇ ❞❡&❝,✐❜❡ ❛ ♣,❛❝'✐❝❛❧ ✇❛② '♦ &❛♠♣❧❡ '❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛'✐♦♥ ❞✐,❡❝'✐♦♥& ❛♥❞ ✐♥'❡♥&✐'✐❡& ✐✳❡✳✱ '❤❡ m ✈❡❝'♦,& siu,v
❛♣♣❡❛,✐♥❣ ✐♥ ✭✸✮✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ (u, v)✳
❚♦ '❤✐& ♣✉,♣♦&❡✱ ✐' ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡&&❛,② '♦ ✐♥✈❡,' '❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✸✮ ✐♥ '❡,♠& ♦❢ '❤❡ s
i
u,v ✈❡❝'♦,✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ (u, v)
❛♥❞ ❢♦, ❡❛❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛'✐♦♥ i✳ ❚❤✐& ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥'❧② ❢♦, ❡❛❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛'✐♦♥✱ ❜② ✉&✐♥❣ ❛ ❝❛❧✐❜,❛'✐♦♥
♦❜❥❡❝' ✇✐'❤ ❦♥♦✇♥ ❛❧❜❡❞♦ ρu,v ❛♥❞ ❦♥♦✇♥ ♥♦,♠❛❧& nu,v✳ ❯♥❢♦,'✉♥❛'❡❧②✱ &✐♥❝❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♥♦,♠❛❧ ✐& ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❡❛❝❤
♣✐①❡❧✱ &♦❧✈✐♥❣ ✭✸✮ ✐& ❛♥ ✉♥❞❡,✲❝♦♥&',❛✐♥❡❞ ♣,♦❜❧❡♠✳ ❊♥&✉,✐♥❣ ❛ ❝♦,,❡❝' ❡&'✐♠❛'✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛'✐♦♥ ✈❡❝'♦, s
i
u,v
✇♦✉❧❞ ,❡L✉✐,❡ '♦ ✉&❡ ❛ &❡,✐❡& ♦❢ ▲❛♠❜❡,'✐❛♥ ❝❛❧✐❜,❛'✐♦♥ ♦❜❥❡❝'& ✇❤♦&❡ &❤❛♣❡ ❛♥❞ ❝♦❧♦, ❛,❡ ❦♥♦✇♥✱ '♦ ♣✐❝'✉,❡ ❡❛❝❤
❝❛❧✐❜,❛'✐♦♥ ♦❜❥❡❝' ✉♥❞❡, ❡❛❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛'✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥'✉❛❧❧② '♦ ✐♥✈❡,' '❤❡ ▲❛♠❜❡,'✐❛♥ ♠♦❞❡❧✳ ❨❡'✱ '❤✐& ♣,♦❝❡❞✉,❡
✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡,② '✐♠❡✲❝♦♥&✉♠✐♥❣✳
■♥"#❡❛❞✱ ✇❡ ❞❡"✐❣♥❡❞ ❛ "✐♠♣❧❡ ❝❛❧✐❜0❛#✐♦♥ ♠❡#❤♦❞ ✇❤✐❝❤ 0❡3✉✐0❡" ❛ "✐♥❣❧❡ ❝❛❧✐❜0❛#✐♦♥ ♦❜❥❡❝#✱ ❝♦♥"✐"#✐♥❣ ✐♥ ❛♥
❛00❛② ♦❢ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ "#0✉❝#✉0❡" ♠❛❝❤✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛✉"❡ ✇❤✐#❡ ♠❛#❡0✐❛❧✳ ❲✐#❤♦✉# ❧♦"" ♦❢ ❣❡♥❡0❛❧✐#②✱ ✇❡ ❛""✉♠❡ #❤❛#
#❤✐" ✏✇❤✐#❡✑ ❝♦❧♦0 ❤❛" ❛❧❜❡❞♦ ❡3✉❛❧ #♦ ✶ ✇✳0✳#✳ ❛❧❧ #❤0❡❡ ❝♦❧♦0 ❝❤❛♥♥❡❧"✱ #❤❛# ✐" #♦ "❛② ρu,v ≡ ρ = 1✳ ❚❤✐" ♠❡❛♥"
#❤❛# ❛♥② ❝♦❧♦0 ✇✐❧❧ #❤❡♥ ❜❡ ❡"#✐♠❛#❡❞ ✇✐#❤ #❤✐" ✏✇❤✐#❡ ❝♦❧♦0✑ ❛" 0❡❢❡0❡♥❝❡✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ #❤❡ ✷❉ ❣0✐❞ ✐♥#♦ ✸✵ 0❡❝#❛♥❣✉❧❛0 ♣❛0#" Ωj , j ∈ [1, 30]✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ #❤❡"❡ 0❡❝#❛♥❣✉❧❛0 ♣❛0#"✱ ✉♣
#♦ "❡✈❡♥ ❞✐✛❡0❡♥# ♥♦0♠❛❧" ✭#❤❡ ❢0♦♥#♦✲♣❛0❛❧❧❡❧ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♣❛0# ❛♥❞ "✐① "❧♦♣❡❞ ❢❛❝❡"✮✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐#❤ #❤❡ ❝♦00❡"♣♦♥❞✐♥❣
❝♦❧♦0 ✐♠❛❣❡ ✈❛❧✉❡"✱ ❛0❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❲❡ ❛""✉♠❡ #❤❛# #❤❡ 0❡❝#❛♥❣✉❧❛0 ♣❛0#" ❛0❡ "♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ "♦ #❤❛# #❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥"✐❞❡0❡❞ ❛" ❞✐0❡❝#✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦0♠ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦❧♦0 ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❋♦0 ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ⋆ ∈ {R,G,B}✱ ❡❛❝❤
✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥ i ∈ [1,m]✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ 0❡❝#❛♥❣✉❧❛0 ♣❛0# Ωj ✱ ✇❡ ❛♣♣0♦①✐♠❛#❡ #❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥ si,⋆
u
j
0
,v
j
0
✐♥ #❤❡ ❝❡♥#❡0 ♣✐①❡❧
(uj
0
, vj
0
) ♦❢ Ωj ❜② "♦❧✈✐♥❣ ✐♥ #❤❡ ❧❡❛"#✲"3✉❛0❡" "❡♥"❡ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ "②"#❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛0 ❡3✉❛#✐♦♥"✿
nu,v · s
i,⋆
u
j
0
,v
j
0
= Iiu,v, (u, v) ∈ Ω
j,⋆
✭✹✮
✇❤❡0❡ Ωj,⋆ ✐" #❤❡ "❡# ♦❢ ♣✐①❡❧" ✐♥ Ωj ❢♦0 ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♥❢♦0♠❛#✐♦♥ ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ⋆ ✐" ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
❚❤✐" ❣✐✈❡" ✉" ❛ "♣❛0"❡ ❡"#✐♠❛#✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦❧♦0 ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❊❛❝❤ ♦❢ #❤❡"❡ "❝❛##❡0❡❞ ❞❛#❛ ✐"
❢✉0#❤❡0 ✐♥#❡0♣♦❧❛#❡❞ ❛♥❞ ❡①#0❛♣♦❧❛#❡❞ #♦ #❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣0✐❞ ❜② ✉"✐♥❣ ❛ ❜✐❤❛0♠♦♥✐❝ "♣❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✱ 0❡"✉❧#✐♥❣ ✐♥ #❤0❡❡
C2✲"♠♦♦#❤ ✈❡❝#♦0 ✜❡❧❞" ♣❡0 ✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥✳ ❚❤❡"❡ #❤0❡❡ ✜❡❧❞" si,⋆u,v, (u, v) ∈ Ω✱ ❛0❡ ❡✈❡♥#✉❛❧❧② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥#♦ ❛
"✐♥❣❧❡ ♦♥❡ s
i
u,v✱ ❜② ✉"✐♥❣ #❤❡ "❛♠❡ ❇❛②❡0 ❛00❛♥❣❡♠❡♥# ❛" ✐♥ #❤❡ ✐♠❛❣❡"✳ ❇② 0❡♣❡❛#✐♥❣ #❤✐" ♣0♦❝❡❞✉0❡ ❢♦0 ❡❛❝❤
✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜#❛✐♥ #❤❡ ✈❡❝#♦0" s
i
u,v ✇❤✐❝❤ ❛0✐"❡ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭✸✮✱ ❛♥❞ #❤❡ ✸❉✲0❡❝♦♥"#0✉❝#✐♦♥ ♣0♦❝❡❞✉0❡ ❞❡"❝0✐❜❡❞
✐♥ "❡❝#✐♦♥ ✸ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳
▲❡# ✉" ♥♦#❡ ❢♦0 ❝♦♠♣❧❡#❡♥❡"" #❤❛# ❛ "✐♠✐❧❛0 ✐❞❡❛ ✇❛" ♣0♦♣♦"❡❞ ❜② ❏♦❤♥"♦♥ ❡# ❛❧✳✱
✺
✐♥ ♦0❞❡0 #♦ ❝❛❧✐❜0❛#❡ ❛
"♣❤❡0✐❝❛❧ ❤❛0♠♦♥✐❝" ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ #❤❛# ♦✉0 ❛♣♣0♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛" ❛♥ ❡①#❡♥"✐♦♥ ♦❢ ✢❛#✜❡❧❞✐♥❣ #❡❝❤♥✐3✉❡"
✶✷
❛✐♠✐♥❣ ❛# "❛♠♣❧✐♥❣ ♥♦# ♦♥❧② #❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥ ✐♥#❡♥"✐#✐❡"✱ ❜✉# ❛❧"♦ #❤❡✐0 ❞✐0❡❝#✐♦♥"✳
✺✳ ❊▼$■❘■❈❆▲ ❊❱❆▲❯❆❚■❖◆
▲❡# ✉" ♥♦✇ "❤♦✇ ♦♥ 0❡❛❧✲✇♦0❧❞ ❡①❛♠♣❧❡" #❤❛# ♦✉0 ❞❡✈✐❝❡ ✐" ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ 0❡❝♦✈❡0✐♥❣ ✈❡0② #❤✐♥ "#0✉❝#✉0❡" ❢♦0 ❛ ✇✐❞❡
✈❛0✐❡#② ♦❢ "✉0❢❛❝❡"✳
❲❡ ✜0"# "❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✉0❡ ✷✲❝ #❤❡ ✸❉✲0❡❝♦♥"#0✉❝#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ✶✵ ❡✉0♦" ❜❛♥❦♥♦#❡ ♦❢ ❋✐❣✉0❡ ✶✳ ❚❤✐" ❡①♣❡0✐♠❡♥#
"❤♦✇" ✉" #❤❡ ♣♦#❡♥#✐❛❧ ♦❢ ♣❤♦#♦♠❡#0✐❝ "#❡0❡♦ ❢♦0 "✉0❢❛❝❡ ✐♥"♣❡❝#✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥"✱ ❛" ❢♦0 ✐♥"#❛♥❝❡ ✈❡0✐❢②✐♥❣ #❤❡
♣0❡"❡♥❝❡ ♦❢ #❤✐♥ "#0✉❝#✉0❡" ✇❤✐❝❤ "❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣0❡"❡♥# ✐♥ 0❡❛❧ ❜❛♥❦♥♦#❡"✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ "❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✉0❡ ✹ #❤❡ ❡"#✐♠❛#❡❞ ❛❧❜❡❞♦ ♠❛♣" ❛♥❞ ✸❉✲0❡❝♦♥"#0✉❝#✐♦♥" ♦❢ #✇♦ ♠❡#❛❧❧✐❝ ❡✉0♦ ❝♦✐♥"✳
❖❜✈✐♦✉"❧②✱ ♠❡#❛❧❧✐❝ "✉0❢❛❝❡" ❞♦ ♥♦# ❤♦❧❞ #❤❡ ▲❛♠❜❡0#✐❛♥ ❛""✉♠♣#✐♦♥ ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉0 ❛♣♣0♦❛❝❤ 0❡❧✐❡"✳ ◆❡✈❡0✲
#❤❡❧❡""✱ #❤❡ ❡"#✐♠❛#❡❞ ❛❧❜❡❞♦ ♠❛♣" 0❡♠❛✐♥ "❛#✐"❢❛❝#♦0② ✭❛❧#❤♦✉❣❤ ❛❧❜❡❞♦ ✐" ❝❧❡❛0❧② ♦✈❡0✲❡"#✐♠❛#❡❞ ❛0♦✉♥❞ "❤❛0♣
"#0✉❝#✉0❡"✱ ❜❡❝❛✉"❡ ♦❢ "#0♦♥❣ ✐♥#❡0✲0❡✢❡❝#✐♦♥ ❡✛❡❝#"✮✱ ✇❤✐❧❡ #❤❡ "❤❛❞❡❞ ❞❡♣#❤ ♠❛♣" ♥✐❝❡❧② 0❡✈❡❛❧ "♠❛❧❧ ✐♠♣❛❝#" ♦♥
#❤❡ "✉0❢❛❝❡ ♦❢ #❤❡ ❝♦✐♥" ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ #♦ ✉"✉0② ✭❡✳❣✳ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ✏♥✑ ❛♥❞ #❤❡ ✏#✑ ♦❢ #❤❡ ❈❡0✈❛♥#❡" ♣♦0#0❛✐#✮
♦0 ♠❛② ❜❡ ♣❛0# ♦❢ #❤❡ ♦0✐❣✐♥❛❧ ❡♥❣0❛✈✐♥❣ ✭❡✳❣✳ ♦♥ #❤❡ ❧❡❢# ❝❤❡❡❦ ♦❢ #❤✐" ❝❤❛0❛❝#❡0✮✳
❊✈❡♥#✉❛❧❧②✱ #♦ 3✉❛♥#✐#❛#✐✈❡❧② ❛""❡"" #❤❡ ♦✈❡0❛❧❧ ❛❝❝✉0❛❝② ♦❢ #❤❡ ✸❉✲0❡❝♦♥"#0✉❝#✐♦♥✱ ✇❡ "❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✉0❡ ✺ #❤❡
0❡"✉❧#" ♦❜#❛✐♥❡❞ ✇✐#❤ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡❞ "✉0❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ✸❉✲♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛" ❜❡❡♥ "❡♥# #♦ #❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❜❡✐♥❣ ❦♥♦✇♥✱ ✇❡
❝❛♥ ♠❛#❝❤ ♦✉0 ✸❉✲0❡❝♦♥"#0✉❝#✐♦♥ ✇✐#❤ ✐# ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛#❡ #❤❡ ❛❜"♦❧✉#❡ ❝❧♦✉❞✲#♦✲♠❡"❤ ✭❈✷▼✮ ❞✐"#❛♥❝❡ ❜❡#✇❡❡♥ ❜♦#❤
"✉0❢❛❝❡"✳ ❚❤❡ 0❡"✉❧#" "❤♦✇ #❤❛# 99% ♦❢ #❤❡ ❡"#✐♠❛#❡❞ ♣♦✐♥#" ❤❛✈❡ ❛ ✸❉✲0❡❝♦♥"#0✉❝#✐♦♥ ❡00♦0 ❜❡❧♦✇ 0.1 mm✱ ❛♥❞
#❤❛# #❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ #❤❡ ❡00♦0 ✐" ❛0♦✉♥❞ 20 µm✳ ❆ ❝❧♦"❡0 ❧♦♦❦ ❛# #❤❡ "♣❛#✐❛❧ ❞✐"#0✐❜✉#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❡00♦0" "❤♦✇"
#❤❛# #❤❡ ❤✐❣❤ ❡00♦0" ❛0❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛0♦✉♥❞ "❤❛0♣ ❝♦0♥❡0"✿ #❤✐" ✐" ♣0♦❜❛❜❧② ❞✉❡ #♦ ✐♥#❡0✲0❡✢❡❝#✐♦♥ ❡✛❡❝#" ❛♥❞ #♦ #❤❡
❢❛❝# #❤❛# ✇❡ ✉"❡❞ ❧❡❛"#✲"3✉❛0❡" ✐♥#❡❣0❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♥♦0♠❛❧"✱
✶✹
✇❤✐❝❤ #❡♥❞" #♦ "♠♦♦#❤ #❤❡ ✸❉✲0❡❝♦♥"#0✉❝#✐♦♥✱
✹
❜✉#
♦♥ #❤❡ ♦#❤❡0 ❤❛♥❞ ✐# ♠❛② ❛❧"♦ ❜❡ ❞✉❡ #♦ #❤❡ ✐♥❛❝❝✉0❛❝② ♦❢ #❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐#"❡❧❢✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦✉0 ♦✈❡0❛❧❧ ❡00♦0 ✐" ♣0♦❜❛❜❧②
❡✈❡♥ ❧♦✇❡0 #❤❛♥ #❤❛# ♠❡❛"✉0❡❞✳
m = 15
mm 20 µm
✻✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❆◆❉ +❊❘❙+❊❈❚■❱❊❙
❲❡ ❤❛✈❡ %❤♦✇♥ )❤❡ ♣♦)❡♥)✐❛❧ ♦❢ ♣❤♦)♦♠❡)/✐❝ %)❡/❡♦ ❢♦/ ♠✐❝/♦❣❡♦♠❡)/② ❝❛♣)✉/❡✱ ✇❤✐❧❡ /❡❧②✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ %)❛♥❞❛/❞
❡6✉✐♣♠❡♥) %✉❝❤ ❛% ❛ ❞✐❣✐)❛❧ ❝❛♠❡/❛ ❛♥❞ ▲❊❉%✳ ❯♥❧✐❦❡ ♣/❡✈✐♦✉% ✇♦/❦✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦) ♥❡❡❞ )♦ /❡%♦/) )♦ ❛♥② ❝❤❡♠✐❝❛❧
♣/♦❝❡%% ✐♥ ♦/❞❡/ )♦ ❡♥❢♦/❝❡ )❤❡ ▲❛♠❜❡/)✐❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦/ ♦❢ )❤❡ %✉/❢❛❝❡✳ ❚❤✐% ✐% ♠❛❞❡ ♣♦%%✐❜❧❡ ❜② ❛ ✇❡❧❧✲❡♥❣✐♥❡❡/❡❞
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✐♥)❡/✲/❡✢❡❝)✐♦♥%✱ %❤❛❞♦✇% ♦/ ♣❡♥✉♠❜/❛ ✇✐❧❧ ♦❝❝✉/✳ ❆% ❢✉)✉/❡ ✇♦/❦✱ ✇❡ ♣❧❛♥ )♦ ✐♠♣/♦✈❡ )❤❡ /♦❜✉%)♥❡%% ♦❢ ♦✉/
♠❡)❤♦❞ ✇✳/✳)✳ %✉❝❤ ❡✛❡❝)%✳ ❆ ✜/%) %)/❛)❡❣② ✇♦✉❧❞ ❝♦♥%✐%) ✐♥ ✐♠♣/♦✈✐♥❣ ♦✉/ %✐♠♣❧❡ /❡❣/❡%%✐♦♥ ♣/♦❝❡❞✉/❡ ❜❛%❡❞
♦♥ ❧❡❛%)✲%6✉❛/❡% ❜② ✉%✐♥❣ ♠♦/❡ /♦❜✉%) ❡%)✐♠❛)♦/%✳ ❆♥♦)❤❡/ ♦♣)✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ )♦ ✐)❡/❛)✐✈❡❧② /❡✜♥❡ )❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛)✐♦♥
❡%)✐♠❛)✐♦♥✱ ❜② ❛❧)❡/♥❛)✐♥❣ ✐) ✇✐)❤ )❤❡ ❡%)✐♠❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ %❤❛♣❡✳
❆❈❑◆❖❲▲❊❉●▼❊◆❚❙
❚❤✐% /❡%❡❛/❝❤ ✇❛% ❢✉♥❞❡❞ ❜② )❤❡ ❚♦✉❧♦✉%❡ ❚❡❝❤ ❚/❛♥%❢❡/ ❝♦♠♣❛♥② ✭❚♦✉❧♦✉%❡✱ ❋/❛♥❝❡✮✳
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